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基于张量的互质面阵信号处理方法 

饶伟 1,2，桂宇风 1，李旦 2 
（1. 南昌工程学院信息工程学院，江西 南昌 330099；2. 复旦大学信息科学与工程学院，上海 200433） 

摘  要：针对由 2 个稀疏均匀矩形阵列（URA）构成的互质面阵（CPPA），提出了一种基于张量代数的阵列信号

处理方法，以提高阵列自由度。首先，对 CPPA 中的 2 个 URA 进行拆分，将这 2 个 URA 的接收信号表示成 2 个

张量；然后将其互相关结果处理成一个虚拟阵列的接收信号张量。分析表明，所提方法可将一个具有 22 1L − 个物

理阵元的 CPPA 转换成一个具有
4( 1)

16
L +

个阵元的虚拟稀疏非均匀面阵。针对该虚拟面阵，给出了利用张量分解

从其接收信号张量中估计入射信号二维波达角的方法，以避免二维谱峰搜索。与文献报道的互质面阵信号处理方

法相比，所提方法将阵列自由度从 2L 提升至
4( 1) 1

16
L +

+ ，并具有更好的信号波达角估计性能及较低的计算复杂度，

仿真结果证明了所提方法的有效性。 
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Abstract: For the co-prime planar array (CPPA) consisting of two sparse uniform rectangular array (URA), a new 
processing method based on tensor algebra was proposed to enhance the degrees of freedom (DoF). By dividing each 
URA into some overlapping subarrays, the received signals of two URAs were expressed as two tensors. And then the 
cross-correlation between such two tensors was processed into a received signal tensor of the virtual array. Analysis show 
that by the new method, the CPPA with 22 1L −  physical elements can be transformed into a virtual sparse non-uniform 

planar array with 
4( 1)

16
L +  elements. For the virtual array, the tensor decomposition-based approach for estimating the 

two-dimensional (2-D) direction of arrival (DoA) of the incident signal is also proposed, which means 2-D spectral peak 
searching is avoided. Compared with the co-prime planar signal processing methods reported in the literature, the pro-

posed method can increase the DoF from 2L  to 
4( 1) 1

16
L +

+ , and has the better performance of the 2-D DoA estimation 

and lower computational complexity. Simulation results demonstrate the efficiency of the proposed method. 
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1  引言 

波达方向（DoA, direction of arrival）估计作为

阵列信号处理领域的一个主要研究方向，广泛应用

于通信、雷达、声呐等领域[1]。绝大多数子空间类

DoA 估计方法[2-4]最初是针对均匀线性阵列（ULA, 
uniform linear array）结构提出的，且为避免出现角

度模糊问题，相邻阵元间距需小于或等于载波半波

长。在物理阵元总数和阵列结构确定的情况下，相

邻阵元间距小意味着阵列孔径小，此时难以获得更

好的 DoA 估计性能。为此，人们提出了一些具有

高自由度或大孔径的非均匀线性阵列结构，例如嵌

套阵列[5]和互质阵列[6-8]。嵌套阵列中包含一个相邻

阵元间距较小的子阵（称为密集子阵），其存在较

严重的互耦效应，这给信号参数估计带来了一定的

负面影响。为解决这个问题，文献[6]提出了一种互

质阵列，它由阵元数分别为 M 和 N 的 2 个 ULA 组

成，且这 2 个 ULA 中相邻阵元间距分别为
2

Nλ
和

2
M λ

，其中，λ 为载波波长，M 和 N 为互质整数。

特别地，文献[6]证明了仅使用 1M N+ − 个物理阵

元便可获得 ( )O MN 的自由度（DoF, degree of free-

dom）。随后，文献[7-8]对互质阵列进行了更深入的

研究，从而进一步提升了阵列自由度。 
上述均匀和非均匀线性阵列均为一维阵列，一

般情况下只能估计信号一维 DoA。为实现二维 DoA
估计，众多学者将针对 ULA 的传统子空间类方法

推广到二维领域，提出了二维 MUSIC（multiple 
signal classification）算法、二维 ESPRIT（estimation 
of signal parameters via rotational invariance tech-
nique）算法、二维传播算子（PM, propagator 
method）[9-12]等，且主要应用于均匀矩形阵列（URA, 
uniform rectangular array）、L 型阵列、圆形阵列等

传统的二维阵列结构。与绝大多数传统的一维阵列

相似，受相邻阵元间距不超过载波半波长的限制，

这些二维阵列的孔径也较小。与之形成鲜明对比的

是，近年来提出的二维互质面阵（CPPA, co-prime 
planar array）结构[13]具有大阵列孔径的优良特性，

受到众多学者的关注[13-16]。互质面阵由 2 个稀疏

的 URA 组成，2 个 URA 中相邻阵元间距为载波

半波长的互质整数倍，且均大于载波半波长[13]。

在该阵列结构下，文献[13]提出了一种基于二维

MUSIC 的阵列信号处理方法，用于信号二维 DoA
估计。文献[14]在文献[13]的基础上，利用降维转

换将频谱函数的维度从二维降低到一维，从而减

少了算法的计算复杂度。文献[15]针对互质面阵

引入二维 PM，使算法的计算复杂度得到了进一

步的改善，但在低信噪比或少快拍数的情况下其

信号 DoA 估计性能不佳。上述文献报道的二维互

质面阵及其相应处理方法的优势在于其可通过增

加相邻阵元间距以获取大阵列孔径，从而提高信

号处理效果，但不足之处在于需要同时借助 2 个

URA 的独立工作来消除 DoA 估计值中出现的相

位模糊。即 2 个 URA 相互独立地采用文献中所提

出的方法对相同入射信号进行二维 DoA 估计。这

是因为，2 个 URA 的相邻阵元间距均大于载波半波

长，导致它们的 DoA 谱估计中均存在“伪峰”，为

了去除“伪峰”，就需要借助 2 个 URA 中相邻阵

元间距为互质整数倍的关系，对这 2 个 URA 的估

计结果进行比对处理。因此，这些方法虽然具有

大阵列孔径的优点，但同时牺牲了阵列一半以上

的自由度，即其所能识别处理的入射信号数小于

互质面阵阵元总数的一半。虽然文献[16]对互质

面阵结构进行了进一步优化，提出了广义互质面

阵结构以保证其 2 个 URA 的阵元数相等，但受到

阵列信号处理方法的限制，其自由度也只是被提

升至阵元总数的一半。此外，一维互质阵列及其

处理方法主要用于提高阵列自由度，而二维互质

面阵及其处理方法主要用于提高阵列孔径但牺牲

了阵列自由度。 
为了在保留大阵列孔径优势的前提下提高二

维互质面阵的自由度，本文借助张量代数提出了一

种新的阵列信号处理方法。首先将互质面阵中所包

含的 2 个 URA 均划分成若干个重叠子面阵，并将

这些子面阵的接收信号组合成一个张量；然后对这

2个URA所对应的 2个接收信号张量进行互相关操

作，并将结果处理成一个虚拟阵列的接收信号张

量。分析结果表明，利用所提方法可将一个具有
22 1L − 个物理阵元的互质面阵转换成一个具有

4( 1)
16

L +
个阵元的虚拟稀疏非均匀面阵，从而大幅

提高了阵列自由度。为避免使用二维谱峰搜索，本

文给出了采用张量分解从虚拟面阵信号张量中获

取信号二维 DoA 的方法。与文献[13-16]报道的互

质面阵信号处理方法相比，所提方法将阵列自由度
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从 2L 提升至
4( 1) 1

16
L +

+ ，并具有更好的信号波达角

估计性能及较低的计算复杂度，仿真结果证明了所

提方法的有效性。 

2  张量基础 

张量代数，也称为多线性代数，是经典线性代

数（矩阵代数）的自然拓展，刻画的是多变量之间

线性关系的数学理论[17]。如果把矩阵视为一个具有

2 个指针索引(r, c)的二维（二阶）数组，其中 r 和 c
分别指向矩阵的行和列，那么张量就是一个具有 3
个或 3 个以上指针索引(i, j, k, …)的多维（高阶）数

组。有 3 个索引的三维数组称为三阶张量。如果数

组索引有 N 个，那么这个（超体积）数组称为 N 阶

张量。对于一个高维数据，如果仍以矩阵化的形式

对其进行表示、分析和处理，就会丢失甚至破坏高

维数据中可能存在的结构信息。与之形成鲜明对比

的是，张量的高维特性赋予了其在表示高维数据时

的自然性和结构上的紧凑性，若配合张量域的高维

运算及张量分解对高维数据进行分析和处理，则可

有效发掘和利用高维数据中存在的结构信息，从而

提高高维阵列信号处理性能[17-18]。因此本文将采用

张量代数理论对互质面阵信号进行分析和处理，以

期提高信号处理效果。 
下面简述本文使用的张量代数运算算子[17-20]。 
定义 1  张量的典范多元（CP, canonical po-

lyadic）分解。一个秩为 K 的 N 阶张量 1 2 NI I I× × ×∈ "A ^
的 CP 分解定义为 K 个秩一张量之和 

 (1) (2) ( )

1

K
N

k k k k
k

d
=

= ∑ a a aD D"DA   (1) 

其中，D表示外积运算， kd 为常系数， ( ) nIn
k ∈a ^ ，

1 n N≤ ≤ 。 
定义 2  CP 张量的张量展开。针对一个秩为 K

的 N 阶 张 量 1 2 NI I I× × ×∈ …A ^ 的 CP 分 解

(1) ( )

1

K
N

k k k
k =

= ∑ a aD"DA d ，令索引集合 ,1{ , ,j jr= "\  

, }
jj Lr 为张量A维度索引集合 {1, , }N= "\ 的第 j 个

子集， 1, ,j J= " ，且满足关系 1 J =∪"∪\ \ \和

=i l ∅∩\ \ （1 ,i l J≤ ≤ 且 i l≠ ），则张量A可展

开（降阶）成一个 J 阶 CP 张量 

 1

1

(1) ( )
, ,

1

J

J

K
I IJ

k k k
k

× ×

=

= ∈∑ b b "
" D"DA \ \

\ \ ^d   (2) 

其中， ,1
j

jjj

L
j ll

I r
=

= ∏\ ，向量 ( )j
kb 为 

 , , 1 ,1( ) ( ) ( )( ) j L j Lj j jr r rj
k

−= ⊗ ⊗ ⊗b a a a"   (3) 

其中，⊗ 表示 Kronecker 乘积运算。 

3  阵列信号张量处理方法 

3.1  阵列结构 
二维互质面阵结构[16]如图 1 所示，其包含 2 个

稀疏的 URA，且均由 L L× 个阵元组成，其相邻阵

元间距分别为 1 0M d 和 2 0M d ，其中， 1M 和 2M 为互

质整数， 0 2
d λ

= ，λ 为载波波长。2 个稀疏 URA 仅

在坐标原点位置重合，物理阵元总数为 22 1L − 。整

个 阵 列 的 阵 元 在 坐 标 系 的 位 置 可 表 示 为

1 0 1 0 2 0 2 0{( , ) ( , ) 0 1}lM d lM d lM d lM d l LΩ = −≤ ≤∪ 。 

 
图 1  二维互质面阵结构（L = 3） 

在图 1 所示的互质面阵结构下，文献[13-16]提
出了不同的阵列信号处理方法，但这些方法均需令

2 个稀疏 URA 独立工作，即 2 个稀疏 URA 相互独

立地对相同入射信号进行 DoA 估计。这是因为 2
个稀疏 URA 的阵元间距均大于载波半波长，因此

其 DoA 估计值中都存在角度模糊，只有通过比对

这2个稀疏URA对相同入射信号的DoA估计值（含

模糊角度），再借助 2 个稀疏 URA 阵元间距互质的

关系，才可消除角度模糊。这就意味着，这些处理

方法可识别的入射信号数不到阵元总数的一半。因

此，虽然二维互质阵列的大孔径带来了 DoA 估计

性能的提升，但是其现有的信号处理方式却牺牲了

一半的阵列自由度。 
为了提高互质面阵的自由度并进一步提升其

信号参数估计性能，接下来将借助张量代数对其接

收信号进行全新的张量建模和处理。 
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3.2  阵列信号的张量模型 
首先，如图 2 所示，将互质面阵中的一个稀疏

URA 划分成 x yN N× 个大小均为 x yL L× 的子面阵，

且 1 1x x y yL N L N L= + − = + − ，并以第 (1,1) 个子面

阵作为参考子面阵。 

 
图 2  稀疏 URA 中的参考子面阵及 x 和 y 方向上的子面阵 

假设有 K 个远场窄带不相关信号 { ( ),ks t  
1, , }k K= " 分别以二维波达角 {( , )}k kθ φ 入射至阵

列中，其中
π(0, )
2kθ ∈ 和 ( π,π)kφ ∈ − 分别为第 k 个入

射 信 号 的 俯 仰 角 和 方 位 角 。 令 方 向 余 弦

cos cosk k ku θ φ= ， cos sink k kv θ φ= ，且 1jπ
1 e kM u
kΘ = ，

1jπ
1 e kM v
kΦ = 。则该稀疏 URA 中的第 ( , )x yn n 个子面

阵的阵列流型矩阵
( , )x yn n
kA 可表示为 

 ( , ) 11
1 1 1 1

x y yxn n nn
k k k xk ykΘ Φ −−=A a aD  (4) 

其中， 1 T
1 1[1, , ]xL

xk kΘ −=a " 和
1 T

1 1[1, , ]yL
yk kΦ −=a " 分别

为参考子面阵在 x 和 y 方向上的导向矢量。 
由式(4)可得，第 ( , )x yn n 个子面阵在 t 时刻的接

收信号矩阵
( , )x yn nX 为 

( , ) ( , ) ( , )

1

( ) ( ) ( ),  1, ,x y x y x y
K

n n n n n n
k k

k
t x t t t P

=

= + =∑X A E "  (5) 

其中，
( , ) ( )x yn n tE 为第 ( , )x yn n 个子面阵上对应的功率

为 2
nσ 的加性高斯白噪声矩阵；P 为阵列接收信号的

采样点总数，即快拍数。 
综上所述，在 t 时刻，该稀疏 URA 的接收信号

数据可表示为一个四阶张量 1( ) x x y yL N L Nt × × ×∈X ^ ，即 

 1 1 1 1 1 1
1

( ) ( ) ( ) ( )
K

xk xk yk yk
k

t x t t
=

= +∑ a b a bD D DX E  (6) 

其中， 1 T
1 1[1, , ]xN

xk kΘ −= "b 和
1 T

1 1[1, , ]yN
yk kΦ −= "b 分别

为各子面阵相对参考子面阵在 x 和 y 方向上的不同

相位差组成的向量， 1( )tE 为相对应的加性高斯白噪

声张量。可见，四阶张量 1( )tX 中的第 ( , , , )x yx yl n l n 个

元素表示稀疏 URA 中第 ( , )x yn n 个子面阵中的第

( , )x yl l 个阵元在 t 时刻的接收信号，因此具有清晰

的结构信息。 
同理，令 2jπ

2 e kM u
kΘ = ， 2jπ

2 e kM v
kΦ = ，则在 t 时

刻，另一个稀疏 URA 的接收信号数据也可以表示

为一个四阶张量 2 ( ) x x y yL N L Nt × × ×∈^X ，即 

 2 2 2 2 2 2
1

( ) ( ) ( ) ( )
K

xk xk yk yk
k

t x t t
=

= +∑ a b a bD D DX E  (7) 

其中， 1 T
2 2[1, , ]xL

xk kΘ −= "a ，
1 T

2 2[1, , ]yL
yk kΦ −=a … ，

1 T
2 2[1, , ]xN

xk kΘ −=b " ，
1 T

2 2[1, , ]yN
yk kΦ −=b " 。 

至此，本文已经将互质面阵中的 2 个稀疏 URA
的接收信号数据处理成了 2 个具有明确物理含义的

四阶张量。接下来，对其进行求互相关等操作，即

利用其高维二阶统计量来提高阵列自由度。 
3.3  虚拟阵列的生成 

受文献[5-6]的启发，本节将利用张量代数运算

对互质面阵信号的“高维二阶统计量”进行处理，

以期获得一个具有高自由度及大孔径的虚拟阵列

的接收信号张量。对张量 1X 和 2X 求互相关张量得

x x y y x x y yL N L N L N L N× × × × × × ×∈R ^ ，即 

1 2

2
1 1 1 1 2 2 2 2

1

E{ ( ) ( )}

( )
K

xk xk yk yk xk xk yk yk k
k

t t

σ

∗

∗ ∗ ∗ ∗

=

= =

∑ a b a b a b a b

D

D D D D D D D

R X X
 

  (8) 
令 DJ 为 D D× 的互换矩阵，其反对角线上元素

均为 1，其他元素均为 0。又因为 ULA 存在共轭倒

序不变性[20-23]，即 
 1xk

∗ =a 1
1 1( )x

x

L
L xk kΘ − +J a ， 1

1 1 1( )x

x

N
xk N xk kΘ − +∗ =b J b  

 1yk
∗ =a 1

1 1( )y

y

L
L yk kΦ − +J a ，

1
1 1 1( )y

y

N
yk N yk kΦ − +∗ =b J b  

 2xk =a 1
2 2( )x

x

L
L xk kΘ − −∗J a ， 1

2 2 2( )x

x

N
xk N xk kΘ −∗=b J b  

 2 yk =a 1
2 2( )y

y

L
L yk kΦ − −∗J a ，

1
2 2 2( )y

y

N
yk N yk kΦ −∗=b J b  

因此，对张量R的共轭 ∗R 的每一维度的元素指

针顺序进行取反操作，可以获得一个新张量 ∗R ，即 

1 1 1 1 2 2 2
1

1 1 1 1 2
2 1 1 2 2

(

)

K

xk xk yk yk xk xk yk
k

L L L L
yk k k k k kσΘ Φ Θ Φ

∗ ∗ ∗ ∗

=

∗ − + − + − −

= ∑ a b a b a b a

b

D D D D D D DR

 (9)
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其中， 2 1jπ( )( 1)( )1 1 1 1
1 1 2 2 e k kM M L u vL L L L
k k k kΘ Φ Θ Φ − − +− + − + − − = 。 

将八阶张量 R 和 ∗R 看作 2 个大小均为

1x x y y x x y yL N L N L N L N× × × × × × × × 的九阶张量，

并将R和 ∗R 沿着其第九维进行合并，则可得到一

个新张量
2x x y y x x y yL N L N L N L N× × × × × × × ×∈H ^ ，即 

1 1 1 1 2 2 2
1

2
2

= (

)

K

xk xk yk yk xk xk yk
k

yk k kσ

∗ ∗ ∗

=

∗

∑ a b a b a b a

b q

D D D D D D D

D

H
 

(10)
 

其中， 1 1 1 1 T
1 1 2 2[1, ]L L L L

k k k k kΘ Φ Θ Φ− + − + − −=q 。 
由 于 1 1 1 1 T

1 1 2 2[1, ]L L L L
k k k k kΘ Φ Θ Φ− + − + − −=q 中 的

1jπ
1 e kM u
kΘ = ， 1jπ

1 e kM v
kΦ = ， 2jπ

2 e kM u
kΘ = ， 2jπ

2 e kM v
kΦ = ，

cos cosk k ku θ φ= ， cos sink k kv θ φ= ，且 k 表示第 k
个 入 射 信 号 ， 因 此 kq 对 应 的 因 子 矩 阵

1 2[ , , , ]K=Q q q q" 是范德蒙矩阵，且为满秩矩阵。此

时，若将 1 1 1 1 T
1 1 2 2[1, ]L L L L

k k k k kΘ Φ Θ Φ− + − + − −=q 看作某阵列的导

向矢量，而将其他维度视为入射信号，则可知R在 kq
的作用下转换成H后，其数据量增加了一倍。 

下面利用定义 2 对H做张量展开处理，以将其

转换成一个等效的具有高自由度的阵列接收信号

张量。 
注意到， 1 T

1 1[1, , ]xL
xk kΘ −=a " 为第一个 URA 中的

参考子面阵在 x 方向上的导向矢量，且相邻阵元间

距为 1 0M d ，阵元数为 xL 。 1 T
2 2[1, , ]xN

xk kΘ −=b " 为第

二个 URA 中各子面阵在 x 方向上的不同相位差组

成的向量，也可看作某阵列在 x 方向上的导向矢量，

且相邻阵元间距为 2 0M d ，阵元数为 xN 。因此，若

借助定义 2 将H中的第一维和第六维进行合并，将

生成一个在 x 方向上的虚拟阵列（称为差分伴随阵[5]）

的导向矢量 1 2xk xk
∗⊗a b ，且该阵列阵元在 x 方向的位

置可表示为 

 1 2( , )x x x xx l n M l M n= −  (11) 

其中， 20 1x xl L M− <≤ ≤ ， 10 1x xn N M− <≤ ≤ 。 
由于 1M 和 2M 为互质整数，那么 ( , )x xx l n 存在

x xL N 个不同的值在以下范围内 

 2 11 ( , ) ( 1)x x x xM N x l n M L− − −（ ）≤ ≤  (12) 

因此，导向矢量 1 2xk xk
∗⊗a b 所对应的差分伴随阵

为 x 方向拥有 x xL N 个阵元的虚拟非均匀线性阵列，

且阵元位置不重复，即该 x 方向上的虚拟非均匀线

性阵列的自由度为 x xL N ，证明如下。 

证明  假设上述虚拟非均匀线性阵列的虚拟

阵元位置出现重复情况，即存在当 ' '( , ) ( , )x x x xl n l n≠

时， ' '( , ) ( , )x x x xx l n x l n= 仍成立的情况。注意到，

若 ' '( , ) ( , )x x x xx l n x l n= 成 立 ， 则 意 味 着
' '

1 2 1 2x x x xM l M n M l M n− = − 成 立 ， 也 就 意 味 着
'

1
'

2

x x

x x

n nM
M l l

−
=

−
成立。又由于 1M 和 2M 为互质整数

（即两者的最大公约数为 1），因此若要保证
'

1
'

2

x x

x x

n nM
M l l

−
=

−
成 立 ， 则 需 '

1( )x xn n M− ≥ 且

'
2( )x xl l M− ≥ 成立。然而，由 0 x xn N −≤ ≤ 11 M<

可得 1 1
'( ) 0 0x x xn n n M M− − < − =≤ ，同理，由

20 1x xl L M− <≤ ≤ 可得 '
2( )x xl l M− < ，这与假设

情况下的“ '
1( )x xn n M− ≥ 且 '

2( )x xl l M− ≥ 成立”相

矛盾。因此上述虚拟非均匀线性阵列的虚拟阵元位

置不会出现重复情况，即 x xL N 个 ( , )x xx l n 值无重复。 

证毕。 
因此，只需保证 2xL M< 和 1xN M< ，则上述差

分伴随阵阵元位置无重复，即 x 方向上的差分伴随

阵自由度为 x xL N 。 
同理，可将H中第三维的 1yka 和第八维的 2 yk

∗b

进行合并，将生成一个 y 方向上的自由度为 y yL N 的

虚拟阵列导向矢量。类似方法还可作用于第二维和

第五维，以生成一个 x 方向上的自由度为 x xL N 的虚

拟阵列导向矢量；以及第四维和第七维，以生成一

个 y 方向上的自由度为 y yL N 的虚拟阵列导向矢量。 

为达到上述目的，利用定义 2，且设置

1 {6,1}=\ ， 2 {8,3}=\ ， 3 {9}=\ ， 4 {5,2}=\ ，

5 {7,4}=\ ， 对 H 进 行 张 量 展 开 可 得
2x x y y x x y yL N L N L N L N× × × ×′∈H ^ ，即 

 1 2 1 2
1

2
1 2 1 2

= [( ) ( )

( ) ( )]

K

xk xk yk yk k
k

xk xk yk yk kσ

∗ ∗

=

∗ ∗

′ ⊗ ⊗

⊗ ⊗

∑ a b a b q

b a b a

D D D

D

H

 (13)
 

为了最大化虚拟阵列的自由度（3.4 节将对其

进行分析），对
1 2 3 4 5

H\ \ \ \ \ 做进一步的张量展开，即

利用定义 2 ，且设置 1 {2,1}=\ ， 2 {3}=\ ，

3 {4,3}=\ ，对 ′H 进行张量展开得 

1 2 3 1 2 1 2
1

22
1 2 1 2

= [( )

( )] x x y y x x y y

K

xk xk yk yk k
k

L N L N L N L N
xk xk yk yk kσ

∗ ∗

=

× ×∗ ∗

′ ⊗ ⊗ ⊗

⊗ ⊗ ⊗ ∈

∑ a b a b q

b a b a

D DH\ \ \

^  (14)
 

接下来，对式(14)中的各项进行分析，以得到
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1 2 3
′H\ \ \ 对应的物理含义。 

如前文所述，由于 1 2xk xk
∗⊗a b 和 1 2yk yk

∗⊗a b 可分

别视为位于 x 和 y 方向上的 2 个线阵的导向矢量。

因此， 1 2 1 2xk xk yk yk
∗ ∗⊗ ⊗ ⊗a b a b 项可视为某个位于 x-y

平面上的虚拟面阵的导向矢量，如图 3 所示，该虚

拟面阵是一个稀疏非均匀面阵并具有 x x y yL N L N 个

阵元。注意， 1 2 1 2xk xk yk yk
∗ ∗⊗ ⊗ ⊗a b a b 项对应于三阶

张量
1 2 3

′H\ \ \ 的第一维。若将其第三维，即

1 2 1 2xk xk yk yk
∗ ∗⊗ ⊗ ⊗b a b a 项看作等效的第 k 个入射信

号向量，则张量
1 2 3

H\ \ \ 可视为该虚拟的非均匀稀疏

面阵的接收信号张量。而该张量中的第二维，即 kq
项被保留（其作用如前所述），以保证其三阶张量

数据形式，便于后续针对
1 2 3

′H\ \ \ 利用张量分解实现

信号 DoA 估计。 

 
图 3  虚拟稀疏非均匀面阵结构（ 4L = ， 3x yL L= = ， 

2x yN N= = ， 1 5M = ， 2 4M = ） 

利用上述提出的方法对互质面阵信号进行处

理后，原阵列（如图 1 所示）接收信号张量 1X 和 2X

转换成为一个虚拟的稀疏非均匀面阵（如图 3 所示）

接收信号张量
1 2 3

′H\ \ \ 。接下来，对该虚拟面阵的可

辨识性（即可处理的入射信号数或自由度）进行分

析，并给出如何利用张量分解从
1 2 3

′H\ \ \ 中估计出入

射信号二维 DoA 的方法。 
3.4  虚拟阵列的可辨识能力分析 

为了推导虚拟面阵的可辨识能力（即可处理的

入射信号数或自由度），首先需借助张量 CP 分解的

唯一性条件[17]。以式(14)中的三阶张量
1 2 3

′H\ \ \ 为

例 ， 其 中 的 3 个 因 子 矩 阵 定 义 为 =G  
T

1 1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 2[ , , ]x x y y xK xK yK yK
∗ ∗ ∗ ∗⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗a b a b a b a b" ，

T
1 1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 2=[ , , ]x x y y xK xK yK yK

∗ ∗ ∗ ∗⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗P b a b a b a b a" ，

T
1 2= [ , , , ]KQ q q q" ，当它们的 Kruskal 秩 ( )k G 、

( )k Q 、 ( )k P 满足如下关系时[17] 

 ( ) + ( ) + ( ) 2 + 2k k k K≥G Q P  (15) 

则针对
1 2 3

H\ \ \ 的 CP 分解可唯一估计出各因子

矩阵。 
假设入射信号的二维DoA值满足文献[24]的定

理 4，则在
1 2 3

H\ \ \ 中有 ( ) = min( , )x x y yk L N L N KG ，

( ) = min(2, )k KQ ， ( ) = min( , )x x y yk L N L N KP 成立。

将其代入式(15)得 

 min( , ) + min(2, ) +x x y yL N L N K K  

 min( , ) 2 + 2x x y yL N L N K K≥  

K 值对应虚拟面阵的可辨识能力，而不同的

xL 、 yL 、 xN 、 yN 的取值都会影响 K 值的大小。

因此，为了最大化 K 值，即最大化虚拟面阵的可

辨识能力，可将其转换成式(16)所示的求最优解

问题 

 , , ,
max

s.t. 1 1
x x y y

x x y yL N L N

x x y y

L N L N

L L N L N= + − = + −  (16)
 

根 据 Lagrange 乘 子 法 可 得 其 解 为

x x yL N L= = =  1
2y

LN +
= ，相应得到虚拟面阵的

可辨识性为 

 
4( 1)

16
LK +

≤  (17) 

且当
1

2x x y y
LL N L N +

= = = = 时，虚拟面阵的

阵元数也为
4( 1)

16
L +

。 

因此，针对一个具有 22 1L − 个物理阵元的互质

面阵，利用上述处理方法，将其中参数设置为

1
2x x y y

LL N L N +
= = = = 后，可获得一个具有

4( 1)
16

L +
个阵元的虚拟稀疏非均匀面阵，且其对应

的阵列自由度为
4( 1) 1

16
L +

+ ，而文献[13-16]中的方

法所对应的阵列自由度最高仅为 2L ，所提方法在阵

列自由度方面有显著的性能提升。 
为描述方便，上述分析均假设 L 为奇数。当 L

为偶数时，可取
2

2x y
LL L +

= = ，
2x y
LN N= = ，此



第 8 期 饶伟等：基于张量的互质面阵信号处理方法 ·105· 

 

时对应得到的虚拟面阵的阵元数为
22 ( 2)

16
L L +

，阵

列的可辨识性为
2 2( 2)

16
L LK +

≤ ，阵列自由度为

22 ( 2) 1
16

L L +
+ 。 

3.5  基于张量分解的信号 DoA 估计 
为了从

1 2 3
′H\ \ \ 中估计入射信号的二维 DoA，

在
4( 1)

16
LK +

≤ 的前提下，可先借助文献[25]提供的

MATLAB 函数 cp3_alsls 对张量
1 2 3

′H\ \ \ 进行 CP 分

解，以获得其 3 个因子矩阵G 、Q 、 P 的估计值，

记作 Ĝ 、Q̂ 、P̂ 。而入射信号的 DoA 估计值可从 Ĝ

中获得，下面给出从因子矩阵 Ĝ 获取入射信号 DoA
的方法。 

由 于 1 1 2 1 1 1 2 1 1 2= [ , ,x x y y xK xK
∗ ∗ ∗⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗G a b a b a b"  

T
1 2 ]yK yK

∗⊗a b ， 1 T
1 1[1, , ]xL

xk kΘ −=a " ，且 1jπ
1 e kM u
kΘ = 为

第 k 个入射信号入射至第一个稀疏 URA 时，其在 x
方向上相邻阵元之间的相位差。因此，如果能获得

这个相位差值，便可获取入射信号在 x 方向上存在

有角度模糊的方向余弦。 
由G 的表达式容易得到 

1
ˆ ˆ( +1 ,:) = (1 ( 1),:)x y y x x y y x y y x xN L N L N L N N L N L Ψ−: :G G  

  (18) 

其中， ˆ ( +1 ,:)x y y x x y yN L N L N L N:G 代表矩阵 Ĝ 的后

( 1)x x y yL N L N− 行， ˆ (1 ( 1),:)x y y xN L N L −:G 代表矩阵

Ĝ 的前 ( 1)x x y yL N L N− 行， 1 11 12 1diag{ , , , }x KΨ Θ Θ Θ= " 。

又因为 Ĝ 是一个满列秩矩阵，故有 

†
1

ˆ ˆ(1 ( 1),:) ( +1 ,:)x x y y x x y y x x y yN L N L N L N L N L NΨ = −: :G G  

  (19) 

其中， †( ) 表示伪逆。此时 K 个入射信号入射至第

一个稀疏 URA 时，其在 x 方向上相邻阵元之间的

相位差便已获得。 
将 Ĝ 按行进行重排操作，获得一个新矩阵

1
ˆ =yG 1 1 2 1 1 1 2 1 1 2[ , ,y x x y yK xK

∗ ∗ ∗⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗a b a b a b" 1xK ⊗a  
T

2 ]yK
∗b ，从中可得 

†
1 1 1

ˆ ˆ(1 ( 1),:) ( +1 ,:)y y x x y y y x x y x x y yN L N L N L N L N L NΨ = −G G: :

  (20)
 

其中， 1 11 12 1diag{ , , , }y KΨ Φ Φ Φ= " ， 1jπ
1 e kM v
kΦ = 为第

k 个入射信号入射至第一个稀疏 URA 时，其在 y 方

向上相邻阵元之间的相位差。 
同理，可以获得 2 21 22 2diag{ , , , }x KΨ Θ Θ Θ= " ，

以及 2 21 22 2diag{ , , , }y KΨ Φ Φ Φ= " ，即得到 K 个入射

信号入射至第二个稀疏 URA 时，其在 x 和 y 方向

上相邻阵元的相位差。 
文献[13]指出，当阵元间距大于载波半波长时，

阵列孔径较大，接收信号估计性能较好，但会出

现角度模糊问题。而二维互质阵列中的 2 个稀疏

URA 的相邻阵元间距均大于载波半波长，因此从

1xΨ 和 1yΨ 中估计的入射信号 DoA 值均存在角度

模糊，从 2xΨ 和 2 yΨ 估计的入射信号 DoA 值也都存

在角度模糊。 
但文献[13]同时还指出，在使用二维互质阵列

进行 DoA 估计时，其包含的 2 个 URA 阵元间距之

间的互质特性可用来消除角度模糊。因此，也可以

利用该特性消除 1xΨ 、 1yΨ 、 2xΨ 、 2 yΨ 中存在的角

度模糊，具体方法如下。 
首先，分别取出 1xΨ 、 1yΨ 、 2xΨ 、 2 yΨ 对角元

素的相位 1kα 、 1kβ 、 2kα 、 2kβ ，且表示为 

1 1
1 1 1 1

1
1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

2
2 2 2 2

1 1π 2 π,  
2 2

1π 2 π,  0
2

1 1π 2 π,  
2 2

1π 2 π,  0
2

k k x x

k k y y

k k x x

k k y y

M MM u k k

MM v k k

M MM u k k

MM v k k

α

β

α

β

+ +⎧ = + − < <⎪
⎪

+⎪ = + − <⎪
⎨ + +⎪ = + − < <
⎪
⎪ +⎪ = + − <
⎩

≤

≤

 

  (21) 
其中， 1, ,k K= " ， 1kα 、 1kβ 、 2kα 、 2kβ 均为含有

角度模糊的相位观测值，且均在[ π,π]− 范围内。 
特别地，当 1 2 1M M= = 时，即相邻阵元间距为

载波半波长时， 1 1 2 2 0x y x yk k k k= = = = ，即不包含

角度模糊，此时入射信号的俯仰角和方位角可通过

式(22)求得。 

1 2

1 2

2 2
1 2 1 2

arctan

1arccos
π 2 2

k k
k

k k

k k k k
k

β β
θ

α α

α α β β
φ

⎧ ⎛ ⎞+
=⎪ ⎜ ⎟+⎝ ⎠⎪⎪

⎨ ⎛ ⎞+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠⎩

 (22) 
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当 1 2 1M M= > 时，方位角和俯仰角估计值可能

出现“模糊”现象[13]，即 1xk 、 1yk 、 2xk 、 2 yk 的值

不为零，但此时文献[13-16]中的解模糊方法也适用

于式(21)，即 

 ( ) ( )( )
( ) ( )

1 2

1 2

1
2

2 1 2

1 2 1

2

2

arctan

1arccos
2

s.t. min ,min

k

k

k k

k k

k k k k

k k k k

γ γ
θ

η η

φ η η γ γ

η η γ γ

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟+⎝ ⎠

= + + +

− −  (23)

 

其 中 ，
1

1
1

1

2 π
π

k
k

yk
M

β
γ

−
= ，

2
2

2

2

2 π
π

k
k

yk
M

β
γ

−
= ，

1
1

1

1

2 π
π

k
k

xk
M

α
η

−
= ， 2

2
2

2

2 π
π

k
k

xk
M

α
η

−
= 。 

综上所述，假设被处理的二维互质面阵如图 1
所示，共有 22 1L − 个物理阵元，且 L 为奇数，其中

的 2 个稀疏 URA 的大小均为 L L× ，且相邻阵元间

距分别为 1 0M d 和 2 0M d ，具有高自由度的互质面阵

信号张量处理方法的执行步骤如下。 

1) 将 2 个 URA均拆分成
1 1

2 2
L L+ +

× 个大小均

为
1 1

2 2
L L+ +

× 的重叠子面阵，然后将这些子面阵的

接收信号数据合并成四阶张量 1( )tX 和 2 ( )tX 。 
2) 求出 1( )tX 和 2 ( )tX 的互相关张量R及其对

应的 ∗R ，并将它们合并成一个九阶张量H。 
3) 利用定义 2 对H进行张量展开，得到具有

高自由度的虚拟阵列的接收信号张量
1 2 3

′H\ \ \ ，如

式(14)所示。 
4) 对

1 2 3
′H\ \ \ 进行 CP 分解，得到其因子矩阵G

的估计值 Ĝ 。 
5) 利用式(19)和式(20)及其类似的方法从 Ĝ 中

求出 1xΨ 、 1yΨ 、 2xΨ 、 2 yΨ ，再利用式(19)求出包含

角度模糊的相位观测值 1kα 、 1kβ 、 2kα 、 2kβ 。 
6) 利用式(23)消除 1kα 、 1kβ 、 2kα 、 2kβ 中的角

度模糊，并最终得到信号的二维 DoA 估计值。 

4  仿真结果分析 

将所提方法与文献[13-16]中的方法进行仿真

对比研究，且将互质阵列的克拉美劳界（CRB, 
Cramér-Rao bound）[14]作为参考。需要注意的是，

文献[13]和文献[16]的区别在于阵列结构，而它们所

使用的阵列信号处理方法是相同的，且本文采用的

是文献[16]的阵列结构。 
入射信号 DoA 均方误差（RMSE, root mean 

square error）表示为 

( ) 2 ( ) 2

1 1

1RMSE ( ) ( )
N K

t t
k k k k

t kNK
θ θ φ φ

= =

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦∑∑ � �  (24) 

其中， N 为蒙特卡洛数， 1, ,t N= " ， kθ 和 kφ 分别

为信号俯仰角和方位角的真实值， kθ� 和 kφ� 分别为信

号俯仰角和方位角估计值。 
4.1  所提方法阵列自由度验证 

互质面阵结构设置为 4L = ， 1 5M = ， 2 4M = ，

总阵元数为 31。所提方法中，按上述理论分析取 xL =  
2 3

2y
LL +

= = ， 2
2x y
LN N= = = ，则对应的虚拟面

阵的自由度为 37，可辨识性为 36。设快拍数为 500，
蒙特卡洛数为 100，与文献[26]一样选择无噪环境，

假设有 36 个远场窄带不相关信号入射至阵列，且信

号 DoA 方向余弦{( , )}u v 值为 111( 1)sin ,
3

m⎧⎛ − ππ⎛ ⎞− +⎨⎜ ⎜ ⎟90⎝ ⎠⎝⎩
 

2
1 2

( 1)sin 1, ,6, 1, ,6m m m
⎫− π ⎞π⎛ ⎞+ = = ⎬⎟⎜ ⎟18 18⎝ ⎠⎠ ⎭

， " " ，其

中， cos cos cos sinu vθ φ θ φ= =， 。所提方法的 DoA

估计结果如图 4 所示。 

 
图 4  所提方法的 DoA 估计结果 

从图 4 中可以看出，与理论分析一致，本文所

提的具有 37 个自由度的方法可以成功辨识出这 36
个信号（物理阵元仅为 31）。 

在该仿真条件下，互质面阵共包含 2 个大小均

为 4 4× 的稀疏 URA。由于文献[13-16]中方法均需

令 2 个稀疏 URA 独立工作。因此，在该阵列结构

参数情况下，文献[13-16]中方法无法完成这 36 个

入射信号的 DoA 估计。具体原因分析如下。 
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文献[13-14, 16]中均采用 MUSIC 类方法，在

该仿真条件下，其每个 URA 大小均为 4 4× ，共

16 个阵元。按照空间谱估计理论可知，每个 URA
接收信号协方差矩阵大小为16 16× 。对其进行特

征值分解可得到 16 个特征值，因此其最多只能处

理 15 个入射信号。相似地，文献[15]采用 FM 对

互质面阵中的 2 个稀疏 URA 接收信号分别进行

DoA 估计，因此需要对每个稀疏 URA（大小为

4 4× ）阵列流型矩阵进行分块处理。而该阵列流

型矩阵大小为16 36× （对应 16 个阵元和 36 个入

射信号），但 FM 要求阵列流型矩阵的行向量数

多于列向量数，故此时算法失效，即该算法只能

处理 15 个入射信号。 
可见，在自由度提升方面，所提方法显著优于

文献[13-16]算法。 
4.2  信号 DoA 估计性能对比 

对各方法的 DoA 估计 RMSE 性能随信噪比

及快拍数变化情况进行仿真实验对比。假设有 2 个

远场窄带不相关信号入射至阵列，其 DoA 分别

为 1 1( , ) (28 ,31 )θ φ = D D ， 2 2( , ) (58 ,64 )θ φ = D D ，固定快

拍数为 200，蒙特卡洛数为 500，信噪比从−10 dB
变化到 20 dB，其他条件与 4.1 节相同。各方法

的 RMSE 如图 5 所示。可以看出，所提方法具有

最佳的 RMSE 性能，且随信噪比的变化较平稳。

此外，其他方法在较低信噪比下的 RMSE 性能并

不理想，其中文献[15]采用 FM，性能最差，这是

因为低信噪比可能造成解模糊失败（即伪峰与伪峰

的距离过近，被误认为是 2 个真实的谱峰[13]），而

所提方法由于具有较高的阵列自由度因此表现

较优。 

 
图 5  RMSE 随信噪比变化的结果 

固定 SNR 为 5 dB，对比各方法 RMSE 性能随

快怕数变化的情况。快怕数从 100 变化到 800，则

各方法的 RMSE 性能如图 6 所示。由图 6 可知，所

提方法同样具有最优的 RMSE 性能。 

 
图 6  RMSE 随快怕数变化的结果 

由实验结果可知，和文献[13-16]的方法相比，

所提方法具有最优的信号 DoA 估计性能，且在信噪

比较低或快拍数较少的情况下，其优势更加明显。 
4.3  计算复杂度对比 

在阵列物理阵元总数变化的情况下，利用各方

法的平均执行时间对它们的计算复杂度进行仿真

对比。仿真的硬件条件为 Intel(R) Core(TM)2 Quad 
CPU Q9550 @2.83 GHz，6 GB RAM。仿真软件为

MATLAB2016a。其他仿真条件设置如下。快拍数

为 500，信噪比为−5 dB，文献[13-14, 16]中网格搜

索步长均设置为 0.000 2，蒙特卡洛数为 100；互质

面阵结构设置为 1 6M = ， 2 5M = ，L 从 3 变化到 7，

对应的阵列物理阵元总数分别为 17、31、49、71、
97。假设有 2 个远场窄带不相关入射信号，其 DoA
分别为 1 1( , ) (20 ,30 )θ φ = D D ， 2 2( , ) (50 ,60 )θ φ = D D 。各

方法平均每次运行所需的时间随物理阵元数变化

结果如图 7 所示，各方法 RMSE 随物理阵元数变化

的结果如图 8 所示。 
由图 7 可知，由于所提方法不需要二维谱峰搜

索，因此表现出仅次于文献[15]方法的良好的系

统实时性，但需注意的是文献[15]方法在低信噪

比或少快拍数的情况下信号估计性能较差（如前

实验结果所示）。此外，由图 8 可知，在不同物理

阵元数的情况下，所提方法同样具有最好的

RMSE 性能。 
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图 7  运行时间随阵元总数变化的结果 

 
图 8  RMSE 随物理阵元总数变化的结果 

5  结束语 

本文提出了一种具有高自由度的互质面阵信

号的张量处理方法。该方法可将一个由 22 1L − 个物

理阵元构成的互质面阵转换成一个由
4( 1)

16
L +

个阵

元构成的虚拟稀疏非均匀面阵，从而大幅提高了

阵列自由度。此外，本文还给出了利用张量分解

从该虚拟阵列接收信号张量中获取信号二维 DoA
的方法，从而避免了二维谱峰搜索，降低了计算

复杂度。理论分析和仿真实验验证了所提方法的

有效性。 
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